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INTRODUCTION 

Cet exposé est consacré aux valeurs aux entiers s > 2 de la fonction zêta 
de Riemann, définie par ((s) = YlnLi n ~ s ■ Quand s = 2k est pair, on sait que 
((2k)ir~ 2h est un nombre rationnel, lié aux nombres de Bernoulli. Comme tt 
est transcendant (voir l'appendice de |Laj pour une preuve), ((2k) l'est aussi 
pour tout k > 1. La nature arithmétique des ((2k + 1) est beaucoup moins 
bien connue. D'un point de vue conjectural, la situation est simple : 

Conjecture 0.1 Les nombres tt, ({3), ((5), ((7), . . . sont algébriquement 
indépendants sur Q. 

Cette conjecture est un cas particulier d'une conjecture diophantienne sur 
les polyzêtas (voir Wa] ou |Ca2p . Elle implique que les ((2k + 1) sont tous 
transcendants, donc irrationnels, et linéairement indépendants sur Q. 

Très peu de résultats sont connus en direction de la conjecture II). 11 Le 
premier d'entre eux a été annoncé par Apéry lors des Journées Arithmétiques 
de Luminy, en 1978 : 

Théorème 0.2 ( |Apl| ) £(3) est irrationnel. 

Apéry lui-même n'a donné lors de son exposé (voir |Mej ) . et n'a publié 
|Apl| , qu'une esquisse de sa preuve. Les détails (qui sont loin d'être trivi- 
aux) ont été publiés par Van Der Poorten jPol] (voir aussi |Cohlj et |Relj ). 
grâce à des contributions de Cohen et Zagier. Par la suite, plusieurs autres 
démonstrations du théorème d'Apéry sont parues. La première partie de ce 
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texte est consacrée à une synthèse des différents points de vue qu'on peut 
adopter pour le démontrer. 

La grande percée suivante date de 2000 : 

Théorème 0.3 (|RilJ, |BRJ) Le Q-espace vectoriel engendré par 1, C(3), 
Ç(5), C(7), ■ ■ ■ est de dimension infinie. 

En conséquence, il existe une infinité de k tels que ((2k + 1) soit irrationnel. 
On peut donner des versions effectives de ce dernier énoncé : Rivoal a 
démontré |Ri3j que parmi les neuf nombres ((5), ((7), C(21), l'un au 
moins est irrationnel. Ce résultat a été amélioré par Zudilin : 

Théorème 0.4 ([ZulJ, [Zu4j) L'un au moins des quatre nombres ((5), ((7) , 
((9), C(H) es t irrationnel. 

Malgré ces développements récents, il n'existe aucun entier s > 5 impair pour 
lequel on sache si ((s) est rationnel ou non. 

Ce texte est divisé en trois parties. La première est une synthèse des 
méthodes connues pour démontrer l'irrationalité de ((3) ; l'intérêt des différentes 
approches est qu'elles se généralisent plus ou moins facilement à d'autres 
situations. La deuxième partie fournit une preuve du théorème 10.31 et de 
résultats voisins. La troisième est consacrée à des résultats "quantitatifs" : 
mesure d'irrationalité de ((3) et théorème 10.41 

Remerciements : Je remercie toutes les personnes qui m'ont aidé dans 
la préparation de ce texte, notamment F. Amoroso, V. Bosser, N. Brise- 
barre, P. Cartier, G. Christol, P. Colmez, P. Grinspan, L. Habsieger, M. Hut- 
tner, C. Krattenthaler, C. Maclean, F. Martin, Yu. Nesterenko, F. Pellarin, 
A. Pulita, E. Royer, M. Waldschmidt, D. Zagier et W. Zudilin. Je remercie 
tout particulièrement T. Rivoal pour les nombreuses discussions très instruc- 
tives que nous avons eues. 

1 Irrationalité de C(3) 

Toutes les preuves connues de l'irrationalité de ((3) ont la même structure. 
On construit, pour tout n > 0, des nombres rationnels u n et v n ayant les 
propriétés suivantes : 

1. La forme linéaire I n = u n ((3) — v n vérifie 

limsup \I n \ 1/n < (V2 - l) 4 = 0, 0294372 .. . 
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2. En notant d n le p. p. cm. des entiers compris entre 1 et n, les coefficients 
u n et v n vérifient : 

u n G Z et 2d n v n G Z. 

3. Pour une infinité d'entiers n, on a /„ ^ 0. 

La conclusion est alors immédiate : si £(3) était un nombre rationnel p/q, 
alors 2qd n I n serait un entier pour tout n, et tendrait vers zéro quand n tend 
vers l'infini (car (y/2 — l) 4 e 3 < 1, en utilisant |Ing| le théorème des nom- 
bres premiers sous la forme lim n ^oo log ^ d ") = 1) : cela contredit la troisième 
assertion. 

Remarque 1.1 Comme (y/2 - l) 4 • 3,23 3 < 1, le th éorème des nombres 
premiers peut être remplacé par l'assertion plus faible d n < 3,23 n pour n 
assez grand, qui se démontre en utilisant des arguments élémentaires à la 
Tchebychev fÏNZM/ . §8.1 ; fEg] , p. 15). 

Dans la suite, on donne plusieurs constructions (§ ll.ll à H.10|l de u n , v n et 
I n , à chaque fois notées W; )Tl , v^ n et (l'indice i G {R, E, R, S, C, P, TB, M} 
fait référence à la construction utilisée). En fait, on construit toujours les 
mêmes formes linéaires : a posteriori on s'aperçoit que u^ m v^ n et I i>n ne 
dépendent pas de i. La preuve de cette indépendance est le plus souvent 
directe. Parfois, on montre simplement que = ; les deux autres 
égalités en découlent en utilisant l'irrationalité de Ç(3). 

Les premières valeurs de u n et v n sont : 

K)n>o = 1,5,73,1445,33001,819005,... 

351 62531 11424695 



(Vn)n>0 = 0,6,——,——, 



4 ' 36 ' 288 ' 

Cette partie contient l'esquisse de plusieurs preuves de l'irrationalité de 
C(3), notamment celles d'Apéry Api f ^l.ll et ll.2|) . de Beukers |Belj par 
les intégrales multiples f ^l.3j) ou [Be6] par les formes modulaires f ^l.lOj) . de 
Prévost [Prî] ({EUetQ, de Nesterenko [Në2j (^Ol et IT3)l. de Sorokin 
So3 ( ^1.8|) . et de nombreuses variantes. Certaines preuves sont obtenues 
en montrant que deux constructions différentes fournissent les mêmes formes 
linéaires, puis en prouvant le point (0) à l'aide de l'une et les points (JTJ) et (jïïj) 
à l'aide de l'autre (par exemple en montrant que lim^oo |/„| 1//n = (y/2 — l) 4 ). 
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La plupart des méthodes connues pour démontrer des résultats d'irrationalité 
sur les valeurs de ( sont liées aux polylogarithmes, définis pour tout entier 
k > 1 par : 



avec \z\ < 1 si k — 1 et \z\ < 1 si > 2. L'idée est de construire des formes 
linéaires en polylogarithmes, à coefficients polynomiaux, puis de spécialiser 
en z = 1. C'est la méthode employée dans les paragraphes 11.31 à 11.91 Les 
formes linéaires en polylogarithmes Ii tn (z) qu'on utilise ne sont pas toujours 
les mêmes, mais elles coïncident en z = 1, pour donner les formes linéaires 
d'Apéry. 

Les polylogarithmes s'insèrent dans la famille des séries hypergéométriques 
q+iF q (avec q > 1), définies par : 



où le symbole de Pochhammer est = a(a + 1) • • ■ (a + k — 1). Dans cet 
exposé, les atj et les [3j seront des entiers, les (3j étant positifs, et z sera un 
nombre complexe avec \z\ < 1. On adopte les définitions suivantes ( |AARj . 
§3.3 et 3.4) : 

• q+iF q est dite bien équilibrée si cto + 1 = cti + Pi = ■ ■ ■ = a q + (3 q ; 

• q+\Fq es t dite très bien équilibrée si elle est bien équilibrée et ai = 
\ao + 1. 

1.1 Récurrence linéaire 

Définition 1.2 Soient (wR in )n>o e t (^R,n)n>o ^ es suites définies par la rela- 
tion de récurrence 




n=l 




fc=0 



(n + l) 3 y n +i - (34n 3 + 51n 2 + 27n + 5)y n + n z y n _ x = 



(1) 



et les conditions initiales 



ur,o = 1 , ur,i = 5 , v Rfi = , v Kiï 



6. 
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Une récurrence immédiate montre que les suites (mr jTI ) et (i>R,n) son t crois- 
santes et à termes rationnels, avec n! 3 % in G Z et n\ 3 v^ n G Z. En fait on 
verra qu'on peut remplacer n! 3 par d^- 

Les propriétés asymptotiques des suites vérifiant la récurrence (JTJ sont 
faciles à déterminer (voir par exemple |Gelj . Chapitre 5). L'équation car- 
actéristique associée est X 2 — 34X + 1 ; elle a deux racines simples, (y/2 + l) 4 
et (y/2 — l) 4 . L'espace vectoriel des solutions de (JTJ) est de dimension deux, et 

admet une base formée de suites (y„ ) n >o et (yn )n>o ave c lim^ — — 



-oo 



logfXv^+l) 4 ) et lim n ^ +00 = l og ((v^-l) 4 ). La suite (y^) est unique- 

ment déterminée (à proportionnalité près) par son comportement asympto- 
tique ; toutes les autres solutions de (JTJ) se comportent comme (yn )■ Comme 
(uR,n) et (fR, n ) sont croissantes, on a : 



lim u^l = lim v^ n n = (V2 + l) 4 = 33, 9705627 ... (2) 



l/n t 1/n 

( R,n = llm 
n— >oo ' n— >oo 

Quand on adopte ce point de vue, on a intérêt |Polj à considérer A n = 
VR ' n VR < n ~ 1 pour n > 1. La relation de récurrence montre qu'on a A n = 4 

«R,« «R,n-1 H " 

pour tout n, ce qui signifie — t ' R '"~ 1 = -g . Donc la suite (^n) 

est strictement croissante et tend vers une limite finie £, avec u^ n t — v^ n = 
YlkLn+i fc 3 ^ 6 "^" " ~ - Ceci P rouve que u^ n £ — Vji >n est une solution de (JTJ qui 
tend vers zéro quand n tend vers l'infini : son comportement asymptotique 
est nécessairement donné par 

lim ^^^ = log((V2-l) 4 ). 

n— >+oo n 

Avec cette définition de u^ n et t>R n , il n'est pas évident de démontrer que 
i = C(3), et de borner par g? 3 les dénominateurs de WR >n et tR, ra . Pour ceci, 
une possibilité est de faire le lien avec le paragraphe 11.21 : c'est la méthode 
employée dans les premières preuves détaillées de l'irrationalité de C(3), qui 
sont parues peu après l'exposé d'Apéry ( |Relj . jPolj . |Cohlj ). 



Remarque 1.3 Le raisonnement ci-dessus montre que ^-^ est la n-ième 



somme 



partielle de la série ((3) = YlT=i 
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La définition EU s 'interprète en termes de fractions continues généralisées. 
En effet, considérons la récurrence linéaire 



Y n+1 - (34n 3 + 51n 2 + 27n + 5)Y n + n 6 F„-i = 0. (3) 

On passe d'une solution de (JTJ) à une solution de (jSJ), et réciproquement, en 
posant Y n = n\ 3 y n . Si U^, n et V^ n sont ainsi associées à ur jTI et fR, n , alors 
Yr^_ _ ^R£i es ^ | a n _ième réduite de la fraction continue généralisée 

C(3) 





6 


1 


64 


n 6 




5 


117 


535 


34n 3 + 51n 2 + 27n + 5 



On peut trouver cette formule grâce à un procédé général ( |Ap2| , |BOj . 
Ze2]) qui accélère la convergence d'un développement en fraction continue 
généralisée. Ce procédé s'applique, en particulier, au développement dont 
les réduites sont les sommes partielles de la série Yl™=i jh^i ou / es ^ un 
polynôme sans zéro parmi les entiers strictement positifs. 

En utilisant cette méthode d'accélération de convergence, André- Jeannin 
a démontré |An.Ij que la somme des inverses des nombres de Fibonacci est 
irrationnelle (voir aussi |BVj et |Pr2j ) . 



1.2 Formules explicites 

Définition 1.4 Soient (uE, n ) et ( v ~E,n) les suites définies par les formules 
suivantes : 



UE,n 



VE,n 



n / \ 2 / , t \ 2 
n\ i n + k 



£ 

k=0 



n 'n\ 2 fn + k\ 2 f^A 1 A (-1)™" 1 



fc=0 v / x / \m=l 



^2 ( h ) ( h ) ™3 + 



m 3 ^2mH n )( n+m ) 

m=l \mJ \ m / 



Sous cette forme, il est clair que «e„ G Z et que tend vers C(3)- Pour 
démontrer ( jPolj . |Cohlj . |Relj ) que 2d\vE, n €E il suffit de démontrer que, 
pour 1 < m < k < n, 

\ k ! (l n _ Ki.-,,,)"» ^ 



mfjH m 3 ( n )( k ) 
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est entier. Soit p un nombre premier ; la valuation p-adique v p (n!) de n! 
vaut J2î=Api} avec " = = Y p( d n)- Pour 1 < % < v p {m) on a [£] = 

[»] + [p] et pour v p (m) < z < v p (d n ) on a [£] < [2=p] + [p] + 1. On en 
déduit v p ((™)) < v p (d n ) - v p (m) et v p ((^)) < v p (4) - v p (m). Il en résulte 



que 3 /f w fc x est un entier, et le quotient (JU) aussi. 

\m.) \m) 



Montrons maintenant f |Polj . |Cohl| ) que les suites («E, n ) et (t>E,n) vérifient 

2 h 2 

la récurrence (P). On pose A n) & = (?) ) pour k, n G Z, et 

A„, fc = 4(2n + l)(fc(2A; + 1) - (2n + l) 2 )A„, fc , 

avec les conventions habituelles (i.e. X n ^ = si k < ou k > n). On a alors 

A„, fc - A n>fe _! = (n + l) 3 A n+ i ifc - (34n 3 + 51n 2 + 27n + 5)A n , fc + n 3 A„_ lifc . 

En sommant sur k, on obtient que la suite satisfait à la récurrence (JTJ). 

Pour la suite (fE,n), on peut faire de même en utilisant la suite double 



/ " 1 * \ 5(2n + l)fc(-l) fc - 1 

\m=l m=l \mj \ m S J y ' \/\ 

Ceci démontre qu'on a «E in = îiR, n et t>E,n = fR,n pour tout n > 0. Compte 
tenu des résultats démontrés au paragraphe 11.11 on obtient une preuve de 
l'irrationalité de C(3). 

La démonstration donnée ci-dessus que (uE, n ) et (v E, n ) vérifient la récurrence 
(UJ) n'est qu'une simple vérification, à condition d'être capable d'exhiber 
les suites doubles A n fc et B n fc , ce qui n'a pas été une tâche facile (voir 
jPolj . §7). Motivés par ce problème, plusieurs auteurs (notamment Zeil- 
berger) ont ensuite mis au point des algorithmes permettant d'exhiber de 
telles suites doubles. On a ainsi un moyen automatique de produire des 
preuves d'identités (voir |Calj . |Zelj . jPWZj). De plus, ces preuves sont 
immédiatement vérifiables à la main. 



Dans les formules ci-dessus, un rôle central est joué par la suite double 

C n,k = Em=l i + ELl 2m3(^)"("+ m ) ( défillie P ° Ur - k ~ n ^ teIld ^ 

C(3) quand n tend vers l'infini, uniformément en k. On a c n ^ n — c n „i jn _i = 
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et linin^ooCn^ = C(3) donc : 



c( 3 )=2^^n- (5) 

ra=l \ n 1 

Cette série n'est pas utilisée dans la preuve de l'irrationalité de Ç(3), mais 
elle a un intérêt non négligeable puisque les c n ^ sont au cœur des for- 
mules explicites définissant ue,u et t> E ,n- C'est pourquoi plusieurs auteurs ont 
cherché des généralisations de © (voir par exemple [ElQ, [EU, (EU, [ES], 
E3, EH], HO]), parmi lesquelles C(5) = | E n >i (E£Î £ - à) • 

Mais aucune de ces généralisations n'a permis d'obtenir de nouveau résultat 
d'irrationalité : la croissance des dénominateurs est trop rapide par rapport 
à la convergence. 

Prévost a montré |Prlj comment interpréter les formules explicites données 
dans ce paragraphe en termes d'approximants de Padé. Posons ip(x) = 
J2k>i (k+x) 5 ' c ' es t-à-dire £(3, 1 + x) où ( est la fonction zêta d'Hurwitz (voir 
jWWj, Chapitre XIII). Pour tout n > 1, considérons les polynômes suivants 



k=0 



n\ ( n + k\ ( x\ ( x + k\ ( — n, — x, n + 1, x + 1 



kj\ k J\kJ\ k J 4 3 V 1, 1, 1 



fc=0 



fcA *: J\kJ\ k J ^ 2m 3 ( x )( x+m )' 

/ x / \ / \ / 771=1 \77l/ V 777 / 



\777— 1 



Alors P n est de degré 2n, Q n de degré 2n — 2, et on a P n (x)<^(x) — Q n (x) = 
0(x _2n_1 ) quand x tend vers l'infini. Cela signifie que P n et Q n sont des 
approximants de Padé de la fonction ip. Quand x est un entier n, on a 
y?(n) = C(3) - Em=i à d ' ou ^(n)^(n) - Q n (n) = u E , n C(3) - v n,n- On 
peut en déduire |Prlj la majoration |«E,nC(3) — i>E,n| < (ân+îWi • P° ur 
conclure, on a besoin d'une minoration asymptotique de w E ,77 comme celle 
de la formule (J2J). Il suffit donc de vérifier que M E ,n satisfait à la récurrence 
(0). On peut utiliser A Ut k comme ci-dessous ; une autre méthode [AWJ est 
d'utiliser des relations de contiguïté entre séries hypergéométriques balancées. 

— n, —n, n + 1, n + 1 

1, 



En effet, UE, n s'écrit 4F3 
pergéométrique 4F; 



a , ai, a 2 , a 3 



Une série hy- 
est dite (jSIj, §2.1.1) balancée 
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(ou Saalschùtzienne) si 1 + ^2 i=Q cti = X^=i/V Si on modifie deux des sept 
paramètres d'une série balancée, en ajoutant ou en retranchant 1 à chacun 
des deux, on peut obtenir à nouveau une série balancée. Si c'est le cas, on 
dit que ces deux séries sont contiguës. Il y a 2 • (T\ — 42 séries balancées qui 
sont contiguës à une série balancée donnée. Quand ao est un entier négatif 
(ce qui signifie que la série hypergéométrique est en fait un polynôme), il 
existe des relations linéaires entre les valeurs en 1 de ces 42 séries, dont les 
coefficients sont des polynômes en les paramètres ao, ■ ■ ■ , 03 (voir 



§3.7). On peut AWJ déduire de ces relations de contiguïté que la suite UE, n 
vérifie la récurrence (JJ). 

1.3 Intégrale triple réelle 

Considérons l'intégrale suivante, qui a été introduite par Beukers |Belj (voir 
aussi |Be3j ) : 

f 1 f 1 f 1 u n (l -u) n v n (l -v) n w n (l - w) n , , , 
h,n( z ) = / / / m \ — I T^Tl dudvdw. 



JO JO 



((f — w)z + uvw) n+1 

Cette intégrale converge pour tout z G C\] — oo,0]. Voici une esquisse de 
preuve de l'irrationalité de £(3) qui utilise I^ n (l). Les détails se trouvent 
dans IBell. 



Comme le maximum de la fonction n ( 1 u / v<yl '") w ^ w ) sur ] e cu b e unité 

1— W{1— UV) 

vaut (y/2 — l) 4 , on a : 

lim lQë(/ ^ (1)) = log((y^-l) 4 ). 

n— »+oo n 

Par ailleurs, si on intègre n fois par parties par rapport à v, qu'on change 
w en ïz^z^j) , et enfin qu'on intègre n fois par parties par rapport à u, on 
obtient : 



o 



o Jo l-w(l-w) 
où P n (X) = Xf(X n (l — X) n )^ n > est le n-ième polynôme de Legendre. En 
intégrant par rapport à w, il vient /r )TI (1) = Jq Jq ~tz^^ Pn(u) P n (v)du dv. 
Or pour tous k, l G {0, . . . , n} on peut écrire J -rz^ > u k v l du dv = 2a/ Sj /C(3) + 
b k i avec a k> i E Z et d\b k j G Z. On a donc : 

i]R,n(l) = 2(w Rin C(3) - UM jn ) avec M Rin G Z et 2d z n v^ n G Z. 

Cela termine la preuve de l'irrationalité de C(3). 
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1.4 Série de type hypergéométrique 

Posons 

(X-l) 2 ...(X-n) 2 (X-n) 2 T(Xy 



R n (X) 



X 2 (X + l) 2 ...(X + n) 2 (X) 2 +1 r(X-n) 2 r(X + n + l) 2 ' 

(6) 

où T est la fonction Gamma d'Euler, qui vérifie T(s + 1) = sT(s). En outre, 
pour \z\ > 1 on pose : 

oo 

I S , n (z)=-Y, R n( k ) Z ~ k - ( 7 ) 
k=l 

En suivant |Be2j . |Gu2j et |Ne2j on développe la fraction rationnelle R n en 
éléments simples : 



n , 

Rn(X) = 

i=0 ^ 



"' (8) 



(X + if X + i 



avec a % = (»f) 2 et A = 2(-l)*(«)(^) V, } ,,. ; pour 

i G {0,...,n} (ces formules s'obtiennent en remarquant que R n {X) = (jjcT^-) 2 
voir la démonstration du lemme 12.121 ci-dessous, ou bien jColj . jHabj ou 
[Zu5]). En utilisant (jHJ) pour exprimer ((7|) il vient : 

n z ~{k+i) n z -(k+i) 

i=0 k>l V ' i=0 fc>l V ' 

= 2A n (z)U 3 (l/z) + B n (z)U 2 (l/z)+C n (z) (9) 
où les polynômes A n , B n et C n sont définis par : 

n 

B n {z) = 



i=0 

n— 1 n 



t=0 i=t+l 



x V(i-*) 8 (<-*) s 
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Il est clair que les polynômes A n (z), d n B n (z) et d\C n (z) sont à coefficients 
entiers. On a B n (l) = car R n n'a pas de résidu à l'infini. En posant 
«s,n = A n (l) et v^, n = -C n (l)/2 il vient : 

J Sin (l) = 2(w Sin C(3) - f Sin ) avec w Sin G Z et 2G^ Sn G Z. (10) 

Pour démontrer l'irrationalité de Ç(3), il ne reste plus qu'à estimer / S n (l). 
On peut le faire en transformant l£, n (l) en une intégrale complexe (voir le 
paragraphe 11.5(1 ; c'est ainsi que Nesterenko démontre |Ne2j le théorème 
d'Apéry. 

On peut démontrer, en utilisant |Zu5j l'algorithme de "créative telescop- 
ing" ( |PWZj . Chapitre 6), que I^ n (l), u^ >n et v^ n satisfont à la relation de 
récurrence (JTJ). Cela démontre en particulier l'identité ws,n = t>E,n- 



1.5 Intégrale complexe 

Soit c un réel, avec < c < n+ 1. Pour z ^ 0, choisissons une détermination 
de arg(z) strictement comprise entre — 2tt et 2ir, et considérons l'intégrale 
suivante, le long de la droite verticale Re(s) = c dans C, orientée de bas en 
haut : 

i rc+ioo / \ 2 



C— ÎOO 



cette dernière égalité provenant directement de © et de la formule classique 
sin ^ = r(s)r(l— s). La valeur de Ic,n(z) ne dépend pas du choix de c d'après 
le théorème des résidus. L'intégrale (fTTj) est un exemple de G-fonction de 
Meijer (voir |Luj . §5.2) : 

— n, — n, n + 1, n + 1 
0, 0, 0, 



La méthode du col (voir par exemple jDîj, Chapitre IX) permet |Ne2j 
d'obtenir une estimation asymptotique très précise : 

3/2o3/4 

^n(l) = ~ " 1) 4 " +2 (1 + O^- 1 )). 
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Quand on déplace le contour d'intégration vers la droite pour faire ap- 
paraître les pôles n + 1, n + 2, le théorème des résidus donne ( |Gul| . 
|Gu2j ). puisque ( sil ^ ns ^ ) 2 = nzm +0(1) quand s tend vers un entier k : 

oo 

/C,n(z) = h,»{*) + lQ g(^) Yl R nWz- k . (12) 

k=l 

En particulier pour z = 1 on obtient ic,n(l) = -fe,n(l)- 

Par ailleurs, Nesterenko a démontré |Ne3j un théorème général qui re- 
lie une intégrale multiple réelle à une intégrale complexe ; dans notre cas 
particulier, ce théorème donne Ic, n ( z ) — IvL,n{ z )- 

On peut démontrer |Ne2j que /<c,n(l) vérifie la récurrence (JTJ) en util- 
isant les relations de contiguïté sur les G-fonctions de Meijer. C'est en fait 
une preuve parallèle à celle du paragraphe 11.21 où on utilisait la contiguïté 
entre des 4F3. En effet ( |Luj . §5.8), ces 4F3 satisfont aux mêmes équations 
différentielles que les G-fonctions de Meijer correspondantes, donc aux mêmes 
relations de contiguïté. 



1.6 Un problème d'approximation de Padé 



Considérons |Be2j le problème suivant : trouver quatre polynômes A n , B n , 
C n et D n , à coefficients rationnels, de degré au plus n, tels que : 

' F n (z) := A n {z)U 2 {l/z) + fl n (*)Lii(l/z) + D n (z) = O^-"- 1 ) quand z -> 00 
G n (z) := 2A n (z)Li 3 (l/z) + B n (z)U 2 (l/z) + C n (z) = 0{ Z -' n - 1 ) quand z -> 00 
B n {\) = 

(13) 

Une solution à ce problème de Padé est donnée par les polynômes A n , B n 
et C n du paragraphe 11 .41 (et un polynôme D n convenable). On a alors : 

T? I \ D (U\ -k n' 4 -n-1 j? ( H + X > n+1 ' W + H + 1 

F n( z ) = J2k=l R n(k)z = J^àîW 2 ^ 



2n + 2, 2n + 2, 1 



En effet, la seconde égalité est simplement une réécriture de (J7|) et Q. La 
première se démontre de manière analogue à (jHJ), mais sans dériver (jSJ). 
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L'équation différentielle hypergéométrique sous-jacente aux constructions 
des paragraphes 11.41 et 11.51 s'écrit Ly = 0, en posant 

L = z(5 + n + l) 2 (ô - nf - 5 A avec 6 = z—. 

dz 

Elle admet au voisinage de l'infini quatre solutions linéairement indépendantes : 
F n {z), Ic, n ( z ) = Gn(z) + F n (z)lo g{z), A n (z) et B n (z) - A n (z)\og(z) (voir 
|L"ïï| . §5.1 et 5.8, [ÏÏïïï] et |Hïï2] ). Ces solut ions sont reliées par la mon- 
odromie : en prolongeant analytiquement F n le long d'un lacet qui entoure le 
point 1 on fait apparaître B n {z) + A n (z) log(l/z), puis en faisant le tour de 
l'infini on obtient A n (z) (voir |Oej pour la monodromie des polylogarithmes). 

Ce point de vue permet de démontrer |Hulj que le problème de Padé (fTÏÏ|) 
a une solution unique (à proportionnalité près). En effet, en partant d'une 
solution A n , B n , C n , D n , on montre que F n vérifie une équation différentielle 
linéaire fuchsienne d'ordre 4 qu'on détermine explicitement (en calculant ses 
exposants, et en utilisant la relation de Fuchs) : on trouve que c'est Ly = 0. 

Pour démontrer l'unicité de la solution de ce problème de Padé, on peut 
aussi suivre |Be2j . On part d'une solution quelconque, avec des polynômes 
A n , B n , C n , D n et des fonctions F n et G n . On note a« et /3j les coefficients 
de A n et B n , et on leur associe la fraction rationnelle R n définie par (JHJ). 
On voit alors que F n (z) = Y^=i^n{k)z~ k et G n (z) = —J2 ( £LiR' n (k)z~ k , 
donc les deux premières contraintes de (fT3j) signifient que R n et sa dérivée 
s'annulent aux points 1, 2, . . . , n. En outre, le résidu à l'infini de R n est 
alors B n {l) = : la fraction rationnelle R n est nécessairement donnée, à 
constante multiplicative près, par ©. 

1.7 Polynômes orthogonaux 

Considérons ( |BEj . |Asj ) le problème suivant : trouver deux polynômes A n 
et B n , de degré au plus n, tels que : 

Jq (B n (x) — A n (x)\og(x) ) x h dx = pour tout k E {0, . . . , n — 1} 
Jq [B n (x) — A n (x)\og(x)j x h \og(x)dx = pour tout k G {0, . . . , n — 1} 
B n {l) = 

(14) 
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Une solution à ce problème est donnée par les polynômes A n et B n définis 
par : 

~ ~ f 1 x dt 

B n {x) - A n {x)\og{x) = J P n (-)P n (t)j, (15) 

où P n est le n-ième polynôme de Legendre (comme au paragraphe 11.3)1 . 
En effet, on a alors \^B n (x) — A n (x) log(x) j x k dx = ^ P n (u)u k du^ en 

posant u = ~ . La première condition de en découle immédiatement ; la 
deuxième s'obtient après dérivation par rapport à k. 

Comme on a Lij(l/z) = 'y 1 ^, log J_1 (x)^: pour tout entier j > 1, il 



vient : 



2A n (z)U 3 (l/z) + B n {z)U 2 {l/z) = - J (B n {z) - A n (z) log(x)) 



log(a;) dx 



z — x 
(16) 

On définit un polynôme C n (z) par : 

1 B n (z) - B n (x) f 1 Â n (z) - A n {x) 2 



C n (z) — I log(x) dx — / log (x)dx. 

Jo z — x Jq z — x 

Grâce à (|T5|l on peut obtenir des formules explicites pour A n , B n et C n ; on 
trouve les mêmes que pour A n , B n et C n respectivement au paragraphe 11.41 
Donc A n , d n B n et d^C n sont à coefficients entiers. On obtient aussi QBE , 

Corollaire A. 2. 3) que tous les zéros de A n (z) et de _^ sont réels négatifs, 
et entrelacés. Par ailleurs, on a : 



2Â n (z)Li 3 (l/z)+B n {z)Li 2 (l/z)+C n (z) = -J (B n (x) - A n (x) \og{x] 



log(x)dx 



z — x 



Quand z = 1, le membre de droite se transforme (en utilisant (|15j) et en 
posant u = t, v = f ) en 7r,„(1) = - J Jq l ^^-P n {u)P n {v )dudv . En ap- 
pliquant l'estimation asymptotique de i]s,n(l) obtenue au paragraphe 11 .31 on 
obtient une démonstration de l'irrationalité de C(3)- 

En fait un couple (A n , B n ) vérifie (fTljl si, et seulement si, il existe C n 
et D n tels que (A n , B n , C n , D n ) soit une solution du problème de Padé (fTïïj). 
Plus précisément, la première (resp. la deuxième) assertion de (fTÏÏ|) équivaut 
à la première (resp. la deuxième) assertion de ()14)) (il s'agit d'un fait général : 
voir par exemple |NSj . Chapitre 4, §3.4). Démontrons-le pour la deuxième. 
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Soient T un chemin qui entoure le segment [0, 1] dans sens direct, et A; G 
{0, . . . , n — 1}. On a : 

J z k (2Â n (z)Lï 3 (l/z) + B n (z)U 2 (l/z)) dz = - J (B n (x) - A n {x) log(x)) x k log(x) dx, 

d'après (JTïïJ), en intervertissant les deux signes d'intégration et en appliquant 
le théorème des résidus. 

Il découle de ceci que le problème (fTlj) a une solution unique (à propor- 
tionnalité près), donnée par A n = A n et B n = B n . 

1.8 D'autres problèmes d'approximation de Padé 



Sorokin |So3j considère le problème de Padé suivant : pour n > 0, trouver 
des polynômes T n , U n , V n , W n de degré au plus n tels qu'on ait : 

f J P , n (z) := T n (z)Le 2}1 (l/z) + U n (z)Le 1A (l/ z) + V n (z)Lii(l/ z) + W n (z) = O^ 1 ) 

quand z — » oo 

T n {z)U 2 (l ~z) + Vn{z) = 0((1 - z) n+l ) quand z -> 1 
k T n (z)Li!(l - 2) + C/ n (» = 0((1 - z) n+l ) quand z -> 1, 

où pour si, . . . , 5^ > 1 on définit le polylogarithme multiple 

z n i 

Le sl ,..., Sfc (z) = ^ — 



n, ... n. 

m>...>n fe >l 1 fc 



qui vérifie Le 2 ,i(l) = 2C(3) (voir jWâ] ). 

Sorokin démontre que ce problème de Padé admet une solution unique, 
et qu'à proportionnalité près elle vérifie (pour z G C\ [0, 1[) : 



t f 1 f 1 f 1 u n (l-u) n v n (l-v) n w n (l-w) r > , , 

Ipn(z) = z / / / — —, n , 1 / — V-n — —dudvdw. 

MJ Jo Jo Jo i z ~ uv) n+1 {z — uvw) n+1 

Avec cette normalisation, T n est à coefficients entiers (donc aussi d n U n , d^V n 
et d? n W n ), d'où : 

Ip, n (l) = 2(ii Pin C(3) - u P>n ) avec m Pi „ G Z et 2d^ Pi „ G Z. 

De plus l'expression intégrale donne facilement l'estimation asymptotique de 
Ip,n(l) ; c'est ainsi que Sorokin démontre l'irrationalité de C(3). 



15 



Un théorème général de Zlobin [ZTj montre qu'on a 

T f 1 f 1 Z" 1 u n (l -u) n w n (l -v) n w n (l - w) n , , , 

7 P,n (2 = / / / 7 7-, w^-i dudvdw, 

(z — w(l — UV)) n+L 



JO JO JO 

d'où Ip, n (l) = ^K,n(l)- On peut obtenir directement ce résultat en appliquant 
le changement de variables f |Filj . §2) défini par U = 1 - w, V = et 
W — u (et qui vérifie 1-W(1- UV) = {1 ~ u) ^ vw) ). 

Il existe plusieurs autres problèmes de Padé liés à £(3) ; l'un d'entre eux 
oT] fait apparaître l'intégrale suivante : 

1 f 1 f 1 u n (l -u) n v n (l -v) n w n (l -w) n , , , 

/ / rr; x r~n dudvdw. 

J J (z(l -u + uv) -uvw) n+l 

Le changement de variables qui fixe u et w et change v en -^^^ transforme 
cette intégrale en 

1 f 1 f 1 u n (l — u) n v n (l — v) n w n (l — w) n , , 

/ / ; s — m s — n dudvdw. 

Jo Jo (1 - uv) n +\z - UVWY+ 1 

Ces différents problèmes de Padé fournissent tous les formes linéaires 
d'Apéry en 1 et C(3), mais ils correspondent à des combinaisons linéaires 
différentes de polylogarithmes. 

1.9 Série hypergéométrique très bien équilibrée 

On pose : 

H n( X) = nn2X + n) (X-^-(X-n)(X + u + l)... { X + 2n) 



X 4 (X + l) 4 ...(X + n) 4 

n\ 2 (2X + n)- 



,2,ov 1 AX - n) n (X + n + 1), 



(X) n+ i 
et 

00 

/ T B, n W = ^F n (^. 
fe=l 

La série J TB ,n(l) a été introduite par K. Bail (voir |Ri4j ) dans le but 
de répondre à une question de Nesterenko [Ne.2] : trouver une preuve de 
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l'irrationalité de £(3) analogue à celle de Fourier ( |FJNj . Chapitre 2, §1.1) pour 
l'irrationalité de e. En effet, on peut estimer irB,n(l) de manière élémentaire 
( |Zu5j . Lemme 4 ; |Ri2j . §5.1 ; voir aussi la seconde démonstration du lemme 
3 de jHEl) : 

lim lQg(/TB '" (1)) =log((y^-l) 4 ), 

n— »+oo n 

ou bien (voir le paragraphe 12 .3|) déduire cette estimation d'une représentation 
intégrale de Itb,ti( z ) vue comme série hypergéométrique très bien équilibrée : 

T , v _ n _ 1 n\ 7 (3n + 2)\ ( 3n + 2, fn + 2, n + 1, n+1 



(2n + l)! 5 ' D V fn + 1, 2n + 2, 2n + 2 

De plus, on a Itb,™^) = Pq{ z ) + 2j=i -Pj(- 2 )Lij(l/- 2: ) avec des polynômes P , 
. . . , P 4 G Q[z] vérifiant Pj(z) = (-iy +1 z A Pj{l/z) pour tout j G {1, . . . ,4}, 
-Pi(l) = et d^~iPj(z) G Z[z] pour tout j G {0, ... ,4} (ceci sera généralisé 
au paragraphe 12. 3|) . En particulier, on en déduit 



^TB,n(l) = 2(M T B,nC(3) - t>TB,n) avec 2c/ n M TB , n G Z et 2d^ TB ,n G Z. (17) 
Mais ceci ne suffit pas à démontrer l'irrationalité de C(3), car (a/2 — l) 4 e 4 > 1. 

Une identité de Bailey ( |Zu4j . Proposition 2 ; [SI], formule (4.7.1.3)) donne 
^TB,n(l) = ^c,n(l)- Une telle identité ne peut pas avoir lieu pour tout z, car 
Li 4 (l/z) apparaît dans la décomposition en polylogarithmes de Itb,u( z ) mais 
pas dans celle de Ic,n(z). Par ailleurs Zudilin a démontré une identité générale 
( |Zu3j . Théorème 5) qui écrit une série hypergéométrique très bien équilibrée 
sous la forme d'une intégrale généralisant celles introduites par Beukers jBelj , 
Vasilenko (Vj et Vasilyev ( jValj . |Va2j ). Dans notre cas particulier, cette 
identité est iTB,n(l) — ^R,n(l)- Enfin, en utilisant les algorithmes décrits 
dans [PWZj on peut démontrer que irB,n(l) ( l-K-i2| . §5.1 ; |Zu5j ). ainsi que 
«TB,n et fTB,n [Krj . vérifient la relation de récurrence (JTJ). On en déduit 

«TB,n = «E,n et V TB ,n = «E,n, d'où U T B,n G Z et 2^f TB ,„ G Z (ce qui est plus 

précis que (fT7]) ). 



1.10 Preuve utilisant des formes modulaires 

Dans ce paragraphe, on esquisse une preuve due à Beukers [Bc6 de l'irrationalité 
de C(3)- Les outils mis en œuvre sont exposés dans jSij (Chapitre VII) et 
[ZâTj . 
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Pour t dans le demi-plan de Poincaré fj, posons g = e 2l7TT et considérons 
les séries d'Eisenstein E 2 (r) = 1-24 J2 n >i °i(n)q n et E 4 (t) = 1+240 J2 n >i a 3 (n)q n . 
On pose : 

E{r) = ^{-5E 2 {t) + 2E 2 {2t)-3E 2 {3t) + 30E 2 {6t)) 
et F(t) = — (E 4 (t) - 28E 4 (2r) + 63E 4 (3r) - 36E 4 (6r)) . 

Alors E(t), respectivement F(r), est une forme modulaire de poids 2, resp. 
4, pour r (6). Si F(t) = Yln>ifn<i n désigne le développement de Fourier 
de F à l'infini (où elle s'annule), on pose /(r) = Ylm>\ ^ ( l n - O n a alors 
(A)3 /(r) (2z 7r )3F(r). 

Considérons la fonction modulaire pour Po(6) donnée par : 

pgcd(n, 6) — 1 

avec A(r) = g[] n>1 (l — g™) 24 . Elle n'a ni zéro ni pôle dans f). Au voisinage 
de q = 0, t(r) = q — 12g 2 + 66g 3 — . . . s'écrit comme une série entière en g, 
à coefficients entiers, avec un rayon de convergence égal à 1. Elle admet une 
réciproque locale, notée q(t) G Z[[£]]. Par composition, on peut donc définir 
des suites (uu, n ) e t ( v u,n) P ar : 

E{q{t)) = ^%/eZ[i 

n>0 

et E(q(t))f(q(t)) = ^^M,n^ n G Q[[t)) av ec i>m,o = et d^vu,n £ ^ pour tout n > 1. 

n>0 

Notons, pour k <E Z, w k l'opérateur d'Atkin-Lehner défini par (iu fc p)(r) = 
6-fc/2 T _fe 5f(^). Alors w 2 (E) = —E et w A (F) = —F. De cette seconde égalité 
(et d'un lemme de Hecke : voir |Wej . §5) découle la relation w_ 2 {h) = —h, 
en posant h{r) = L(F, 3) — /(r), où L(F, s) est la fonction L de F. Il vient 
alors wo{Eh) = Eh, c'est-à-dire que la fonction E{r)h{r) est invariante par 
la substitution rnf , 

or 

Considérons maintenant les rayons de convergence. La fonction t(r) est 
ramifiée seulement au-dessus des points (V2 — l) 4 , (\/2 + l) 4 et oo. Au-dessus 
de (v^2 — l) 4 , le seul point de ramification (modulo Po(6)) est r = i/y/6 ; il est 
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d'indice deux, et les deux branches en ce point sont échangées par l'involution 
t i— > Comme E{r)h{r) est invariante par cette involution, on peut définir 
Eh comme une fonction de t au voisinage de t = (a/2 — l) 4 , et en fait sur tout 
le disque \t\ < (a/2 + 1) 4 - Cela signifie que la série ^2 n>0 (L(F, 3)uM, n — ^M,n)* n 
a un rayon de convergence supérieur ou égal à (a/2 + l) 4 , c'est-à-dire qu'on 

limsup l0g|L(F,3) MM ,n-^n| < log((V 2 - l) 4 ). 

Ceci conclut la démonstration de l'irrationalité de L(F, 3). Or on peut cal- 
culer explicitement L(F, s). En effet, quand Re(s) > 4 on a, pour tout entier 
J > 1 : 

L(E 4 (jr),s) = 1+240^ = 1+240 £-^- = l+240C( S )C(s-3)r s . 

n>l U ' d,e>l U ' 

On en déduit immédiatement L(F, s) = — 2((s)((s — 3), d'où L(F, 3) = C(3)- 

Comme E{r) est une forme modulaire de poids 2 et t{j) une fonction 
modulaire, la fonction E(q(t)) de la variable t est solution Za2j (voir aussi 
|Be4j . p. 58) d'une équation différentielle linéaire Dy = 0, d'ordre trois. On 
peut la déterminer explicitement : 

d 3 d 2 d 

D = (t 4 - 34t 3 + 1 2 )— + (6t 3 - 153t 2 + 3t)— + (7t 2 - 112* + 1)— + (t - 5). 

dt J dt 2 dt 

Cette équation différentielle vérifiée par la série génératrice des % ]tl montre 
qu'ils satisfont à la relation de récurrence (JTJ) : on a donc «m,™ = MR, n (voir 
aussi |Be7j ). En posant V(t) = E(q(t))f(q(t)) on montre |Za2j que DV = 5, 
d'où v M:n = v R:n . 

Une base de solutions de l'équation différentielle Dy = est donnée par 
E(q(t)), r(t)E(q(t)) et r 2 (t)E(q(t)) (voir aussi [BP], Corollaire 2). La seule 
solution qui soit régulière en est E(q(t)) (à proportionnalité près). De plus, 
la construction de D montre |Za2j que c'est un carré symétrique, ce qui peut 
se vérifier directement (voir |Dwlj ). 

Remarque 1.5 Le point de vue adopté dans ce paragraphe est lié "individu- 
ellement" à ((3) (qui est vu comme valeur spéciale d'une fonction L), par 
opposition aux méthodes utilisées dans les paragraphes M.ÏA à \1.9l où ((3) 
apparaissait comme la valeur en 1 d'un polylogarithme. 
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Cette preuve de l'irrationalité de £(3) s'exprime naturellement en termes 
des séries génératrices U(t) = ^ n>0 u n t n et V(t) = ^ n>0 v n t n des approx- 
imations rationnelles de C(3) (voir |Po2j . |Be6j et |Chj T §5 pour d'autres 
preuves dans le même esprit). L'aspect arithmétique consiste à démontrer 
que les coefficients de U(t) sont entiers, et que d^ est un dénominateur com- 
mun aux n premiers coefficients de V(t) : c'est une majoration p-adique de 
ces coefficients, pour toute place finie p. L'aspect analytique est une mi- 
noration, par (1 + v^) 4 , du rayon de convergence (archimédien) de la série 
entière ((3)U(t) — V(t). En particulier, U(t) et V(t) sont des G-fonctions de 
Siegel. La série U(t) est une solution de l'équation différentielle Dy = ; 
la conjecture de Bombieri-Dwork prédit ( jUwlj . |Dw2j ; voir aussi |Anj et 
|Dw3j ) que D provient de la géométrie. 

Or, pour t E F\C) \ {0, f , (y/2 ± f ) 4 , oo}, Beukers et Peters construisent 
|BPj une surface K3 X t birationnellement équivalente à la surface projective 
St d'équation affine l — (l—xy)z—txyz(l—x)(l— y) (1 — z) =0. Ils montrent 
que si ui t est l'unique 2-forme holomorphe sur X t (à proportionnalité près), 
et si r t est un certain 2-cycle (constant pour la connexion de Gauss-Manin) , 
alors U(t) est l'intégrale de u t sur r t . En particulier Dy = est l'équation de 
Picard- Fuchs de cette famille de surfaces : elle provient bien de la géométrie. 

1.11 Congruences 

De nombreux auteurs ont étudié des propriétés de congruence sur les nombres 
d'Apéry u n . Par exemple, Chowla, Cowles et Cowles |CCC] ont conjecturé 
u p = 5 mod p 3 pour tout p > 5 premier. Cette conjecture a été démontrée 
par plusieurs auteurs (voir par exemple |Gesj . |Suj . ...). De nombreuses 
autres congruences ont été prouvées, pour les nombres d'Apéry et certaines 
de leurs généralisations. 

Notons ^2 n>1 7n<? n = q Tln>i(^~ q 2n ) 4 (l— g 4n ) 4 l'unique forme parabolique 
normalisée de poids 4 pour Fo(8). Pour r > 1, m > 1 impair et p pre- 
mier impair, on a la congruence suivante (qui ressemble à celles d'Atkin - 
Swinnerton-Dyer, voir |Hazj §VI.33) : 

«i(m^-i) - TpWi(mp-i-i) + P 3 «i(m P -2_ 1) = mod p r (18) 

avec la convention u t = si t ^ Z. Beukers la démontre |Be7j en utilisant 
la construction modulaire du paragraphe 11 . 101 On en déduit u P -i = 7 P 

2 

mod p, congruence dont Beukers a conjecturé |Be7j qu'elle est vraie modulo 
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p 2 . Ceci a été prouvé par Ishikawa Ils] si p ne divise pas «ti, puis par 
Ahlgren et Ono |AOj dans le cas général. Ahlgren et Ono utilisent des séries 
hypergéométriques sur ¥ p et la modularité de la variété d'équation x + \ + 
y + ^ + z + ^ + w + ^ = (dont la famille de surfaces K3 considérée par 



Beukers-Peters est un quotient : voir [PSj . Théorème 4). 

Pour r, m > 1 et p > 5 premier, Beukers a démontré |Be5j , de manière 

Lmp r — 1 = W m pr 



élémentaire, qu'on a u mp r_i = u^r-i.! mod p 3r . La même congruence, 



mais seulement modulo p r , s'interprète en disant que J Q T U(t)dt est (vue 
comme série formelle en T) le logarithme d'une loi de groupe formel sur Z 
qui est isomorphe à G m sur Z ([Be5j ; voir aussi l'appendice de jSBj ou |Hazj . 
§VI.33). 

2 Irrationalité d'une infinité de C(2& + 1) 
2.1 Enoncé des résultats 

Dans cette partie, on démontre les résultats suivants, dont le premier im- 
plique le théorème 10.31 : 

Théorème 2.1 ([RilJ, |BRJ) Pour l > 3 impair, notons 5z la dimension 
du Q-espace vectoriel engendré par 1, C(3), C(5), ■ ■ ■ , COO- P° ur t° u t £ > 
il existe un entier i tel que pour tout £ > £ impair on ait : 

" 1 + log(2) ^ } 

Remarque 2.2 Si dans le théorème \2.1\ on remplace par | alors 



L BR] on peut prendre £o = 3. 

Théorème 2.3 (|BRJ) i7 existe un entier impair £, avec i < 169, tel que 1, 
C(3) et soient linéairement indépendants sur Q. 



Ce théorème a été amélioré par Zudilin |Zu2j . qui remplace 169 par 145, 
grâce à un raffinement du lemme 12.121 ci-dessous. 

Les deux ingrédients essentiels de la démonstration du théorème 12.11 sont 
l'absence de C(2), C(4), • • • , C(^~ 1) d'une part, et la minoration en log(£) de 
la dimension d'autre part. Seule cette deuxième idée est utile pour démontrer 
le théorème suivant. 
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Théorème 2.4 (|Ri2j) Soient z G Q, \z\ > 1, et £ > 0. i7 existe un entier 
i (qui dépend de z et e) tel que, pour tout £ > £ , la dimension du Q- 
espace vectoriel engendré par 1, Lii(l/z), Lig^/z), Lif(l/z) soit minorée 

En conséquence, pour tout nombre rationnel z de valeur absolue supérieure 
à 1 il existe une infinité d'entiers j tels que Lij(l/z) soit irrationnel. Par 
ailleurs, quand z est un entier négatif tel que \z\ > (A£) t<yt ~ l \ Nikishin a 
démontré [Mj que les nombres 1, Lii(l/z), \Ài(l/z), . . . , Li^(l/z) sont linéairement 
indépendants sur Q ; sa méthode a inspiré en partie la construction exposée 
au paragraphe suivant. Hata a raffiné QHatl , Hat2j) le résultat de Nik- 
ishin : par exemple 1, Lii(l/z) et Li 2 (l/z) sont linéairement indépendants 
sur Q pour z < — 5 ou z > 7. 



2.2 Structure de la preuve 

Soient a et r deux entiers, avec a>3etl<r<|. Soit n > 1. Définissons 
R n et S n (qui dépendent aussi de a et r) par : 

a -2m , n (k - rn) rn (k + n + l) rn 



R n (k) = 2n\ a - 2r (k + 



2 (fc)n+l 

n (h — 1 

2n\ a - 2r (k+ 



„_ 2) . n (A; - l)(Jfe - 2) . . . (Jfe - rn)(k + n + l)(k + n + 2)...(k + (r+ l)n) 



fc a (A; + l) a . . . (A; + n) a 
et 



J2 R n(k)z- k . (19) 



fc>l 



Cette série converge absolument pour tout nombre complexe z tel que \z\ > 1, 
car H n (k) = 0(k~ 2 ) quand k tend vers l'infini. 

Les propriétés de cette série étudiées au paragraphe 12.31 permettent de 
démontrer les théorèmes 12.11 (en prenant z — 1 et a pair), 12.31 (avec z — 1, 
a = 169, r = 10 et n impair ; on utilise le théorème d'Apéry) et 12.41 (avec 
z G Q, z > 1 ; pour z < — 1 il suffirait de modifier le lemme l2~ïïj) . Les trois 
preuves sont parallèles ; on détaille dans ce paragraphe la structure de celle 
du théorème 12.11 

On suppose a pair ; on construit des formes linéaires en 1, Ç(3), C(5), • • • , 
((a — 1) grâce à la proposition suivante : 
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Proposition 2.5 Supposons a pair. Notons d n le p.p. cm des entiers de 1 
à n. Alors il existe des nombres rationnels k , k 3 , k 5 , . . . , n a -i tels que : 

1. On aS n (l) =K + K 3 C(3) + K5C(5)+«7C(7) + ... + «o-iC(tt-l)- 



2. Pour tout j G {0,3,5, ... , a— 1} on a limsup n ^ +00 |/€, | 1//n < 2 a 2r (2r+ 

3. Pour tout j G {0, 3, 5, ... , a—1}, le nombre rationnel d a n Kj est un entier. 



4. Il existe un réel Vv > tel 1 ue lim n _* +00 |S n (l)| 1/n = Vv,a < 
En fait on conjecture que l'amélioration suivante est possible : 

Conjecture 2.6 (|Ri2j) Dans l'assertion (jïïj) de la proposition^^ on peut 
remplacer d^ par d^~ l . 

Remarque 2.7 En prenant a = 4 (et r — 1), on obtient les formes linéaires 
en 1 et £(3) du paraara.phe M.fh, donc la coniecture \2.Œ est vraie quand a = 4. 
Elle est démontrée aussi quand a = 6 et r = 1 (voir la fin du paragraphe 
2.J$. On ne connaît pas de conséquence directe de cette conjecture, mais 



une version forte de celle-ci pourrait éventuellement permettre de démontrer 
que parmi C(5), ((7) et ((9), l'un au moins est irrationnel (voir la remarque 
\3.4\ l- En tout cas, il serait intéressant d'obtenir une preuve de la conjec- 
ture \2.b\ grâce à une interprétation (par exemple géométrique, comme au 
paraaraphe \l.l(J\) de kq, . . . , K a -i- 



La proposition 12.51 fournit des formes linéaires en 1, C(3), ■ ■ • , C( a — 1) (si 
a est pair). Si cette suite de formes linéaires tend vers 0, sans être nulle à 
partir d'un certain rang, alors l'un au moins des nombres C(3), • • • , C( a — 1) 
est irrationnel. Cette remarque sera utilisée pour démontrer le théorème II). 41 
Ici on veut obtenir les théorèmes 12.11 à 12.41 donc on a besoin d'un critère 
d'indépendance linéaire, qui donne une minoration plus fine de la dimension 
du Q-espace vectoriel engendré par 1, C(3), • • • , C( a ~ !)• O n va utiliser à 
cet effet le théorème 12.81 ci-dessous. 

La meilleure minoration qu'on puisse espérer est donnée par le principe 
des tiroirs, de la manière suivante. Soient a et f3 des réels, avec < a < 1 et 
(3 > 1. Soient 9\, . . . , 6 S des réels qui engendrent un Q-espace vectoriel de di- 
mension au moins 1 — w^j • Alors il existe une suite (£ n ) de formes linéaires en 
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9i, . . . , 9 s dont les coefficients entiers p^ n vérifient limsup n ^ +00 \pj, n \ l ^ n < P 
pour tout j et telle que lim sup n ^ +00 . . . , s )| 1/n < a. Essentiellement, 

plus la dimension du Q-espace vectoriel engendré est grande, plus les formes 
linéaires qu'on peut construire sont petites. On cherche une réciproque à 
cette assertion. Une contrainte supplémentaire est nécessaire : si j- est un 
nombre de Liouville, on peut construire des formes linéaires extrêmement 
petites même si la dimension du Q-espace vectoriel engendré est seulement 
2. Ce contre-exemple ne tient plus si on demande que les formes linéaires en 
0i, . . . , 9 s ne soient pas trop petites. On a alors la réciproque suivante (pour 
une preuve, voir jNelj ou |Colj . §11.1) : 

Théorème 2.8 ( |Nelj ) Soient 9i,...,9 s des réels. Pour tout n > 1, soit 
4 = Vi,nX\ + • • • +p s , n X s une forme linéaire à coefficients entiers. Soient a 
et (3 des réels, avec < a < 1 et (3 > \. 

Supposons qu'on ait limsup n _ >+00 \pj, n \ 1 ' n < P pour tout j compris entre 
1 et s, et 

lim |4(0i,...,0 s )| 1/n = a. 

n— >+oo 

Alors le Q-espace vectoriel engendré par 9\, . . . , 9 S est de dimension au moins 

•j _ log(a) 
l°g(/3) ■ 

Pour déduire le théorème l2.1l de la proposition l2.5l et de ce critère d'indépendance 
linéaire, il suffit de considérer g?^S„(1), qui est une forme linéaire à coef- 
ficients entiers en 1, Ç(3), Ç(5), Ç(a — 1). On choisit a suffisamment 
grand, et r égal à la partie entière de , lc ? » s . Alors r r est négligeable de- 
vant c a (pour toute constante c) , et on peut prendre (3 essentiellement égal à 
(2e) a = e a ( 1+log ( 2 ^ et a essentiellement majoré par r~ a , qui est de l'ordre de 
e~ a log ^ a - ) . Cela démontre le théorème 12.11 



2.3 Quelques détails sur la preuve 

Soit z un nombre complexe de module supérieur ou égal à 1. La série S n (z) 
peut s'écrire comme une série hypergéométrique très bien équilibrée, de la 
manière suivante : 

C (,\ - „-m-\^a~2r + l ) n + 2 )r-»+l v 

{rn + 1)° +1 

/ (2r + l)n + 2, (r + \)n + 2, rn+1, rn + 1 

a+3 a+2 V (r + |)n + l, (r + l)n + 2, (r + l)n + 2 
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Cette identité provient de simplifications dans les symboles de Pochhammer. 



2.3.1 Représentation intégrale et estimation analytique 

On a la représentation intégrale suivante, pour \z\ > 1 : 

_ ((2r + l)n + 2)! (r+1)w+1 f ( Wjtltyl - tj ) Y z + tl ...t a+1 



[o,i]«+i y (z - ht 2 . . . Wi) 2r+1 J (z-h... t a+ xY 

Cette formule (voir par exemple [RZj . Lemme 1) se déduit de l'écriture de 
S n (z) comme série hypergéométrique : pour \z\ > 1 on applique les relations 
(4.1.2) et (1.5.21) de [51] , puis on prolonge à \z\ = 1 par continuité (voir la 
preuve du lemme 2 de |BR| ). On peut aussi obtenir une preuve directe en 
développant en série le dénominateur de l'intégrande ( |Colj . |Habj ) . 

En calculant le maximum sur [0, l] a+1 de la fonction dont on intègre la 
puissance n-ième, on déduit de cette représentation intégrale l'estimation 
analytique suivante : 

Lemme 2.9 On suppose z G R, z > 1. Le polynôme 

Qr,a,z(s) = rs a+2 - (r + l)s a+1 + (r + l)zs - rz 
admet une racine unique s G [0, 1], et elle vérifie s > De plus, si 
= z- r ((r + l) 8o - r) r (r + 1 - r So ) r+1 (l - so) a " 2r , 

alors 

lim \S n (z)\V n = <l> r „<-f^. 

n^oo z r r zr 

Pour démontrer ce lemme, il suffit d'adapter les preuves du lemme 2.2 de 
|Ri2j et du lemme 3 de |BRj . On pourrait aussi donner une démonstration 
élémentaire de ce comportement asymptotique, sans utiliser la représentation 
intégrale (comme la deuxième preuve du lemme 3 de t BRj). Enfin, une 
troisième possibilité serait d'écrire S n (z) comme intégrale complexe et d'appliquer 
la méthode du col ; mais cette méthode est très difficile à mettre en œuvre 
quand r, a et z sont des paramètres. 

Remarque 2.10 Pour démontrer les théorèmes \2. il et \2.4\ il suffit de connaître 
V existence de la limite de \S n {z)\ l ^ n , et sa majoration par JT^-ir ■ La valeur 
exacte de <f) r ,a,z n'est utile que pour obtenir des estimations numériques précises 
(par exemple pour le théorème \2.ty) . 
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2.3.2 Décomposition en polylogarithmes 

Pour démontrer que S n (z) est une combinaison linéaire (à coefficients ra- 
tionnels) de 1, Lii(l/z), . . . , Li a (l/z) quand \z\ > 1, il suffit de décomposer 
la fraction rationnelle R n en éléments simples, sous la forme suivante : 



o i=i v 1 



a 

i=0 j 

où les coefficients Cjj sont des rationnels, donnés par 



c m = (^T-)j (d^) ' (K n (X)(X + a )|x=-, (21) 



On a pour |z| > 1 : 

-k 



i=0 j=l fe>] 
n a 



i=0 j=l i=0 j=l q=l ^ 



d'où 



en posant 



et 



8 n (z)=P (z) + Y,Pi(*)UiW*) (22) 
j'=i 

n— 1 / n a \ 
^=0 \i=M-l j=l v 7 / 

n 

P j(*) = c *>^ P° ur J e {1, . . • , a}. (24) 

i=0 

Bien sûr, les Pj et les c it j dépendent aussi de n, a et r. 
2.3.3 Propriété de symétrie 

La fonction R„ vérifie la propriété de symétrie suivante : 
R n (-k-n) = (-l) a ^ +1 R n (k). 
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Cette symétrie est rendue possible par la présence des deux facteurs de 
Pochhammer au numérateur de R n (/c) : quand k est changé en — k — n, 
ils sont permutés (on applique la formule (— a) p = (— l) p (a —p + l) p ). 

L'unicité du développement en éléments simples montre que Cjj = (— l)-?'+ a ( n + 1 )+ 1 c, 
pour tous i G {0, . . . , n} et j G {1, . . . , a}, ce qui donne pour tout j G 
{1 <>} : 

p.{z) = (-iy+ a ^+ 1 z n P j (l/z). (25) 

En particulier, si j + a(n + l) est pair alors Pj(l) = 0. De plus on a -Pi(l) = 0, 
car -Pi(l) = Y^i=o c i^ es t l'opposé du résidu à l'infini de R n (on peut aussi 
faire tendre z vers 1 dans (}2*2*|) et constater que le seul terme qui puisse tendre 
vers l'infini est P 1 (^)Li 1 (l / z)) . Quand a est pair, on obtient donc : 

S n (l) = P (l) + P 3 (1)C(3) + P 5 (1)C(5) + • • • + P a -i(l)Ç(a - 1). 

Quand a est impair et n pair, on obtient de même une forme linéaire en 1, 
C(2), C(4), • • • , C( a — 1) dont on peut se servir pour montrer qu'une infinité 
de puissances de n sont linéairement indépendantes sur Q, i.e. que n est 
transcendant. On peut aussi en déduire une mesure de transcendance de n, 
à la manière de Reyssat [Re2j. 

Enfin, quand a et n sont impairs, on obtient une forme linéaire en 1, C(3), 
C(5), • • • , C( a ) j c ' es t ce qu'on utilise pour démontrer le théorème 12.31 

2.3.4 Majoration des coefficients de la forme linéaire 
Lemme 2.11 Pour tout j G {0, . . . , a} on a : 

limsup \Pj{z)\ 1/n < 2 a - 2r (2r + l) 2r+1 |z|- 

PREUVE : On peut suivre la démonstration du lemme 4 de BRJ en écrivant 
la formule de Cauchy sur le cercle C de centre — i et de rayon 1/2 : 

c i,i = 77- [ Rn(t)(t + iY^dt. 

2t7T Je 

On majore ensuite le module de l'intégrande, et le lemme en découle. Une 
autre preuve, qui conduit à une majoration légèrement moins précise, est 
donnée dans |Colj et |Habj . 
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2.3.5 Estimation arithmétique 

Les polynômes P , . . . ,P a sont à coefficients rationnels ; on a besoin d'un 
dénominateur commun pour leurs coefficients. 

Lemme 2.12 Pour tout j G {0, . . . , a}, le polynôme d^~^Pj(z) est à coeffi- 
cients entiers. 

Remarque 2.13 On peut (]Zu2j . $4) raffiner ce lemme, ce qui permet de 
remplacer 169 par 145 dans l'énoncé du théorème \2.!À Cependant, des ex- 
emples montrent qu'on ne peut pas espérer remplacer d^~^ par d°^ x ~ 3 ' . La 
conjecture \2.(A signifie que pour z = 1 on a des compensations particulières 
qui font chuter le dénominateur. 

Preuve : Posons F S (X) = { ^0f et G S {X) = pour tout s G 

{1, . . . , r}, ainsi que H(X) = et I(X) = 2X + n. Alors on a F S (X) = 

SU jfe avec fp,s = (-l) n " p Ç)K W ) G Z ' et de même ( avec des da- 
tions évidentes) g PtS G Z et h p G Z pour tous p, s. On obtient alors le 

développement en éléments simples de R n (X) = (ni=i ^sP0)"(IIs=i G S (X))- 
H(X) a ~ 2r ■ I(X) en faisant le produit des développements des facteurs. On 
utilise les formules fg* = 2 + et (x+p) \ x+pJ) = {pl - p ) {x+P ) + ¥=FWW) 
pour p / p' ; les dénominateurs n'apparaissent que par application de la 
seconde. Ce calcul montre que d a ~^Ci^ est entier pour tous i, j, ce qui achève 
la preuve (suivant |Colj et |Habj ) du lemme. 

2.4 Quelques remarques 

Soit Q n un polynôme à coefficients rationnels, de degré inférieur ou égal 
à a(n + 1) — 1. On peut toujours considérer R n (/c) = et S n (z) = 

\ /n+1 

X]fc>i ^n{k)z~ k , qui converge quand \z\ > 1. Une difficulté majeure consiste 
à bien choisir le polynôme Q n . 

Quel que soit ce choix, on peut décomposer R n en éléments simples, 
définir P , . . . , P a et obtenir une décomposition de S n (z) en polylogarithmes : 
toutes les formules du paragraphe 12. H. 21 restent valables. Pour obtenir une 
forme linéaire en valeurs de (, il faut 1 faire tendre z vers 1. Tous les termes 
de la décomposition en polylogarithmes ont une limite finie, sauf peut-être 

^oir cependant la remaraue l2.14l 
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Pi(z)Lii(l/z). C'est pourquoi on suppose Pi(l) = 0, ce qui signifie que R„ 
n'a pas de résidu à l'infini, i.e. deg(Q n ) < a(n + 1) — 2 ; alors la série qui 
définit S n (z) converge absolument dès que \z\ > 1. 

En outre on souhaite 2 obtenir une forme linéaire en les ((2k+l) seulement, 
c'est-à-dire avoir Pj(l) = pour tout j > 2 pair. Pour assurer cela il est 
suffisant d'avoir une propriété de symétrie du polynôme Q n , en l'occurrence 
Qn(—k — n) = (—l) a ( n+1,)+1 Q n (k). C'est cette remarque qui constitue le cœur 
des progrès récents ( |Rilj . |BRj ) . On ne sait pas du tout la généraliser, par 
exemple pour construire des formes linéaires en ((s) dans lesquelles les s 
appartenant à une certaine progression arithmétique n'apparaissent pas. 

La forme linéaire S n (l) ne sera intéressante que si elle tend suffisamment 
vite vers quand n tend vers l'infini. Intuitivement, ce sera le cas si les 
premiers termes de la série qui définit S n (l) sont nuls. C'est pourquoi on 
cherche un polynôme Q n {k) qui s'annule aux premiers entiers, en l'occurrence 
entre 1 et m ; ceci signifie que Q n (k) est multiple de {k — rn) rn . Il s'agit en 
fait d'un problème de type Padé : on demande aux polynômes P , . . . , P a 
d'être tels que 

a 

S n (z) = P {z) + ^TP j (z)Li j {l/z) = 0{z~ rn - 1 ) quand z -> oo. 
i=i 

Parmi tous les polynômes symétriques Q n (k) multiples de (k — rn) rn 
(donc nécessairement aussi multiples de (k + n + l) rn ), on a intérêt à en 
prendre un de degré minimal, pour que S„(l) soit aussi petit que possible. 
Si a(n + 1) est impair, le polynôme (k — rn) rn (k + n + l) rn a la bonne parité, 
et on peut considérer Q n (k) = n\ a ~ 2r {k — rn) rn (k + n + l) rn : on obtient 
la série hypergéométrique bien équilibrée de |Rilj et |BR| . Si a(n + 1) est 
pair, pour obtenir le bon signe dans la propriété de symétrie de Q n on est 
amené à introduire un facteur k + ~, ce qui donne la série très bien équilibrée 
du paragraphe 12.21 Dans les deux cas, S n (z) est la solution unique d'un 
problème de Padé (voir |Hu2j et |FRj ) . 

Plus a est grand (en prenant, pour chaque a, la valeur optimale de r), plus 
la forme linéaire à coefficients entiers d^S n (ï) est petite (et la présence, ou 
l'absence, du facteur k+ | a une influence négligeable sur ce comportement). 
Donc si on cherche des formes linéaires en 1, C(3), C(5), • • • , C(2^+ 1), celles 
obtenues avec la série très bien équilibrée pour a = 2£ + 2 seront meilleures 

2 Sauf pour démontrer le théorème l2.4l : pour ce dernier, le polynôme Q n {k) = (k — rn) rn 
convient aussi. C'est celui qui est utilisé dans le Chapitre 2 de |Ri2| . 
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que celles obtenues avec la série bien équilibrée pour a = 2£+l et n pair. Ceci 
n'a aucune influence quand £ tend vers l'infini, mais peut s'avérer crucial si l 
est fixé (comme dans le théorème IU.4JI . En outre, si la conjecture 12.61 fqui n'a 
aucun équivalent pour des séries seulement bien équilibrées) est vraie alors 
il suffît de multiplier S n (l) par g^ _1 , ce qui donne une forme linéaire encore 
plus petite. Pour a = 4, on retrouve ainsi les formes linéaires d'Apéry en 1 
et C(3) (ce qui n'est pas le cas avec la série bien équilibrée quand a = 3). 

Remarque 2.14 Pour démontrer le théorème \2.1\ on pourrait évaluer les 
formes linéaires en polylogarithmes en z = —1 plutôt qu'en z = 1. Ceci induit 
peu de changements. Le plus notable est que log(2) = — Lii(— 1) remplace 
le divergent Lix(l) ; pour £ > 2 on a Li^(— 1) = —(1 — 2 1 ~ t )((£). Pour 
a = 3 et z = —1 les formes linéaires construites au paragraphe \2. sont \Kr\/ 
celles utilisées par Apéry (\Aptf , WolJl ) pour prouver que £(2) est irrationnel. 
En particulier d 2 n suffit comme dénominateur des coefficients de cette forme 
linéaire. Plus généralement, la coniecture \2. 61 devrait être valable aussi quand 
a est impair et z = — 1 . 



Considérons l'opérateur différentiel hypergéométrique suivant, où ô = 

L = ô a+1 (ô - - - 1)(6 - (r + l)n - 1) - z{5 - n) a+1 (ô - - + l)(ô + m + 1). 

L'écriture de S n (z) comme série hypergéométrique très bien équilibrée mon- 
tre que S n (z) est une solution de l'équation différentielle Ly = 0. Par 
monodromie on voit, g (J22J), que pour tout b E {1, . . . , a} la fonction 

YTj=b(.~^y~ l i z ) l °fj-vy es ^ auss i une solution de Ly = 0. En particulier 
pour b = a on obtient le polynôme P a , qu'on peut écrire comme polynôme 
hypergéométrique très bien équilibré (avec un petit abus de langage : ici les 
paramètres inférieurs — | et — (r + l)n sont négatifs, mais la série a+3 F a+ 2 
est quand même bien définie) : 

P a (z) = (-l) rn n(rn)l((r + l)n)!nr 2r - 1 x 

a+3 a+2 V -f, -(r + l)n, 1, 

L'aspect bien équilibré de ce polynôme hypergéométrique lui confère (voir 
|Andj ou |AARj . §3.5) la propriété de réciprocité (|2"ïïj) . En effet, si y(z) est 
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une solution de l'équation différentielle Ly = alors z n y(l/z) est aussi une 
solution de cette même équation. Quant aux autres polynômes P a -i, 
Pi, ils s'obtiennent par la méthode de Frobenius (voir |Incj ) et vérifient, eux 
aussi, pïï]). Toutes ces considérations valent aussi pour la série bien équilibrée 
de |Rilj et |BRj , et permettent |Hu2j d'écrire celle-ci comme solution unique 
d'un problème de Padé. 

Un autre intérêt des définitions utilisées dans ce texte est que S n (l) 
possède (pour a pair) plusieurs représentations intégrales assez simples. Tout 
d'abord, on a f |Zu3j . Théorème 5) l'intégrale suivante, qui généralise iR, n (l) 
et les intégrales introduites par Vasilenko |V. et Vasilyev ( |Valj . |Va2j ) : 



s „ (1) = ^1 f JS^l^r 

en posant Q a -i{xi, . . . , x a -i) — 1 — — x^{- ■ ■ (1 — £a-i) •••))• Vasilyev a 
démontré |Va2j que si a = 6 et r = 1 alors cette intégrale s'écrit k' + k' 3 ((3) + 
k' 5 C(5) avec g^Kq, d^K' 3 et d b n n' h entiers. Ceci prouve la conjecture 12.61 dans ce 
cas. Il n'est pas évident que Kq, k' 3 et k' 5 soient les Po(l), -Ps(l) et -Ps(l) du 
paragraphe 12.31 mais cela découle de l'indépendance linéaire conjecturale de 
1, C(3) et C(5). 

D'autre part, en appliquant à (f2lj|) un théorème de Zlobin jZlj ou le 
changement de variables qui figure dans |Filj (§2) on obtient l'intégrale suiv- 
ante, qui ressemble à celles utilisées par Sorokin ( |So2j . jSo3j) : 

S„(l 



(rn)! 2 f WjZlx^l-xjrdxj 



n ] - 2r J[0,l]«-l (1 " X lX2 ) n+1 {l - XiX2X 3 X4) n+1 . • • (1 - Xl . . . x a _ 2 ) n+1 (l -xi... x a _i)™+! ' 

Il serait intéressant d'arriver à démontrer le théorème 12 .11 en utilisant seule- 
ment des intégrales multiples comme celle-ci (ou celle de (|26|) ). Le problème 
est qu'a priori on s'attend à ce qu'une telle intégrale (a — l)-uple soit une 
forme linéaire, à coefficients rationnels, en les polyzêtas de poids au plus 
(a — 1) (voir |Waj et [ZÏj, Théorème 3). Or le théorème 5 de |Zu3j montre 
que ces intégrales sont égales à S n (l), donc seuls 1 et les valeurs de ( aux 
entiers impairs apparaissent. 
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3 Résultats quantitatifs 



3.1 Exposant d'irrationalité de C(3) 

On appelle exposant d'irrationalité d'un nombre réel irrationnel a, et on note 
fi(a.), la borne inférieure de l'ensemble des réels v pour lesquels il n'existe 
qu'un nombre fini de nombres rationnels p/q tels que |a — 1| < La théorie 
des fractions continues ( |HWj . §11.1), ou le principe des tiroirs de Dirichlet 
( HWJ, §11.3), montre qu'un exposant d'irrationalité est toujours supérieur 
ou égal à 2. Si a est algébrique, Liouville a démontré ([Lij ; voir aussi |HWj . 
§11.7) que n{a) est inférieur ou égal au degré de a. Ce résultat a été amélioré 
par Roth en 1955 : on a /i(a) = 2 pour tout nombre algébrique irrationnel 
a (voir [FN , Chapitre 1, §7). On a aussi /i(a) = 2 pour presque tout réel 
a, au sens de la mesure de Lebesgue ( [HWj . §11.11). A l'opposé, un nombre 
de Liouville est un nombre dont l'exposant d'irrationalité est infini : il est 
extrêmement bien approché par des nombres rationnels (un exemple de tel 
nombre est J2k>i Tek)- 

Les formes linéaires d'Apéry montrent que l'exposant d'irrationalité de 
C(3) est majoré par 13,4179 (voir FNJ, Chapitre 2, §5.6) ; en particulier £(3) 
n'est pas un nombre de Liouville. Ce résultat a été amélioré notamment par 
Hata jHâtÏÏj puis Rhin- Viola, qui ont démontré la meilleure majoration de 
/i(C(3)) connue à ce jour : 

Théorème 3.1 (|RVJ) L'exposant d'irrationalité de ((3) est majoré par 
5,5139, c'est-à-dire qu'il n'existe qu'un nombre fini de nombres rationnels 
p/q tels que 

IC(3)-^I<^- 
Pour obtenir ce résultat, Rhin et Viola considèrent les intégrales suivantes : 

rl rl rl u hnf 1 _ u yn v knf 1 _ v yn w jn(i_ w \qn 

Jn = / / ; ; », ; z — s— n dudvdw, (27) 



o ./o ./o 



où h, . . . , s sont des paramètres dont on fixe les valeurs de la manière suivante 
: h = 16, j — 17, k — 19, l — 15, q = 11, r = 9, s — 13. Si on prenait 
tous ces paramètres égaux à un même entier, on obtiendrait les intégrales 
du paragraphe ll.3[ donc la suite des formes linéaires d'Apéry (ou, plus 
précisément, une suite extraite), conduisant à la même mesure d'irrationalité. 
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L'intérêt réside donc dans le fait de ne pas prendre tous les paramètres égaux ; 
l'asymptotique obtenue pour un peu moins bonne, mais on gagne 

beaucoup sur les dénominateurs par lesquels il faut multiplier J n pour obtenir 
une forme linéaire en 1 et £(3) à coefficients entiers. Ce gain provient de 
l'action sur des intégrales de la forme (|27j) d'un groupe isomorphe au produit 
semi-direct H x & 5 , où H est l'hyperplan d'équation e 1 + . . . + e 5 = dans 
(Z/2Z) 5 . D'autres interprétations de cette action de groupe se trouvent dans 
Zu4] et jFi2j . 

Remarque 3.2 Les majorations de /x(£(3)) mentionnées ci-dessus sont ef- 
fectives : on peut donner une majoration explicite de la hauteur max(|p|, |ç|) 
des approximations rationnelles p/q "exceptionnellement bonnes". Ceci con- 
traste avec le théorème de Roth, dans lequel on sait seulement majorer le 
nombre d'exceptions p/ q, mais pas leur hauteur. 



3.2 Irrationalité d'un nombre parmi C(5)? • • • , C(21) 

Soit a un entier pair, avec a > 6. Dans ce paragraphe, on construit (en 
suivant |Ri3j ) des formes linéaires à coefficients rationnels en 1, Ç(B), C(7), 
((a + 1). Si, après multiplication par un dénominateur commun des 
coefficients, elles tendent vers zéro sans être nulles à partir d'un certain rang, 
alors l'un au moins des nombres C(5), C(7), • • • , C( a + 1) es t irrationnel ; c'est 
ce qui va se produire avec a = 20. On pose : 

et 

k=i 

On développe R n en éléments simples, ce qui définit des coefficients Cij (les 
formules (|2"U|) et (j21j) restant valables). On définit Pi, . . . , P a à partir des ~c\j 
par la relation (J2"3j) ; seul Pq est défini par une formule légèrement différente : 



£=0 \i=£+l j=l v ' 
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On obtient la décomposition suivante exactement comme au paragraphe ^ .3.21 
mais un décalage se produit car on dérive R n (voir le paragraphe 11 .4j) : 

S n (z) = P (z) + £ P s (z)U j+3 (l/z). 

Les arguments du paragraphe 12.3.31 restent valables, et montrent (car a est 
pair) que S n (l) est une forme linéaire à coefficients rationnels en 1, ((5), 
C(7), . . . , C( a + !)• De plus un dénominateur commun pour ces coefficients 
est 2d® +2 ; on conjecture ([Ri2j, §5.1) que 2d^ +1 convient aussi. La majoration 
de ces coefficients (qui est effectuée au paragraphe I2.3.4|) est inutile ici : elle 
servait à appliquer le critère de Nesterenko, dont on n'a pas besoin puisqu'on 
applique seulement la remarque évidente qu'une forme linéaire, à coefficients 
entiers, en des rationnels fixés ne peut pas être arbitrairement petite sans 
être nulle. 

Le point délicat de la preuve est l'estimation asymptotique de S n (l). En 
effet, on ne connaît pas d'écriture de S n (l) comme intégrale multiple réelle. 
On utilise donc la méthode du col. Posons 

-r pc+ioo / \ 3 

Kn{u) = — / R» — — e us ds, 

^ Jc-too \Sm{TTS)J 

où c est un réel avec < c < n + 1, et u un nombre complexe tel que 
Re(tt) < et |Im(u)| < 3n. Cette intégrale est à rapprocher de celle notée 
Ic,n( z ) au paragraphe 11.51 On peut appliquer le théorème des résidus, pour 
faire apparaître les pôles de l'intégrande qui sont situés aux entiers n+1, n+2, 
...An voisinage d'un tel entier k, on a (-^y) 3 = + ^(J-k) + °( s _ k )- 
On obtient donc (voir |Hej et |Zu2j pour des résultats analogues) : 

K n {u) = Y, Rn(k)(-e u ) k +u Y, K(k){~e u ) k +- ^ K{k){-e u ) k . 

k=n+l k=n+l k=n+l 

En choisissant u = m, le premier terme disparaît, et on obtient S n (l) = 
Re(K n (i7r)). 

La méthode du col donne ( [Ri3] . Lemme 5) deux nombres complexes non 
nuls c et a, qu'on peut calculer, tels que K n {iTi) ~ c n~ 8 e an quand n tend 
vers l'infini. Comme la partie imaginaire de a n'est pas un multiple entier de 
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n, il existe une suite strictement croissante ip(n) d'entiers tels que l'argument 
de Coe atp ( n \ vu modulo 2n, ait une limite autre que ±7r/2. On a alors : 

lim |S 4s(n) (l)| 1 /^ = e R °W. 

n— +00 

Le choix a = 20 donne Re(ct) = -22, 02 . . . d'où Re(a) + a + 2 < 0. Donc la 
forme linéaire ^ n )S ¥ ,( ri )(l) en 1, C(5), C(7), • • ■ , C(21), à coefficients entiers, 
tend vers quand n tend vers l'infini et est non nulle pour n assez grand. 
Cela montre que l'un au moins parmi C(5), C(7), • ■ ■ , C(21) est irrationnel. 

Remarque 3.3 Si on savait démontrer la conjecture mentionnée ci-dessus 
(i.e. que 2d^ +1 Pj(l) est un entier pour tout j), on pourrait (' L Ri2l, $5.1) 
appliquer la même méthode avec a = 18, et démontrer ainsi que l'un au 
moins des nombres ((5), Ç(7), . . . , C(19); es t irrationnel. 



3.3 Irrationalité d'un nombre parmi C(5), C(7), C(9) et 

C(n) 

La structure de la preuve est la même que dans le paragraphe précédent. La 
différence principale vient de dénominateurs nettement plus petits, grâce à 
une étude fine de leurs valuations p-adiques et à l'utilisation d'une fraction 
rationnelle modifiée : 

fi m _ ni°,i((13 + 2î.)n)! (k - 27n)l 7 „(fc + 37n + l)j 7 „ 

R " W (27^ (37n + a, lC 1 (H(12-«)T.W 1 - 



Pour \z\ > 1 on pose S n (z) = | Yu£=i ^n(^) z k - -^a décomposition en 

>1Q ^(36— j)n ëij 
jj=l Z^i=(j+l)n (k+i)i 
5 ( v \ _ W36-j> ~ 
iV 1 ) — Z^i=(j+i) n C M 



éléments simples Rn(fc) = Yl)=i Y^f=(j+i) n {k+iy définit les qj à partir desquels 
on construit les polynômes Pj(z) = Ylflû+i\ n ^ià z% P our j {1 3 % ■ ■ ■ > 10} e t 



^ 35n-l / 10 (36-j)n . ^ ^ 

p oW = - E E e y _ 

£=0 \ j=l i=max((j+l)n,t+ï) v 7 



'i i 2 J 

Le problème est de majorer de façon très précise le dénominateur des 
rationnels c\j. En suivant la méthode utilisée pour démontrer le lemme l2*.f 21 

' A 33n 



On a alors S„(-z) = P (z) + E,=i ^^)Lii+2(V4 



on obtiendrait GL2 J 'cj .• G Z pour tous i et j. Une étude fine de la valuation 
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p-adique des coefficients binomiaux permet d'obtenir un dénominateur nette- 
ment plus petit : on trouve un entier <3> n "assez grand" tel que d 33 ~^~ l ëij G 
Z. On en déduit directement que 2d\ bn d^ n d\ ?in ^~ l Pj(z) est à coefficients 
entiers pour tout j G {0, 1, ... , 10}. 

Lajsymétrie R n (-37n-k) = -R n (k) donne z 37n Pj(l/z) = 
d'où -Pj(l) = pour j = 2, 4, . . . , 10. En outre on a -Pi(l) = car R„(A;) = 
0(k~ 2 ) quand k tend vers l'infini. Donc S n (l) est une forme linéaire en 
1; C(5), C(7), C(9) et C(H)- Pour l'estimer, et démontrer qu'elle est non 
nulle pour une infinité de n, on transforme S n (l) en une intégrale com- 
plexe, à laquelle on applique la méthode du col (voir |Zu2| . §2). On ob- 
tient les comportements asymptotiques suivants quand n tend vers l'infini : 
limsup |S n (l)| 1 /" < e" 227 ' 58 -, limsup l^" 1 ) 17 ™ < e" 176 - 75 " et {dl 5n d Un dl 3n ) 1/n 
e 403 . Comme 403 < 227, 58 + 176, 75 on obtient la conclusion cherchée. 

Remarque 3.4 Zudilin conjecture ([ZuJ^], $9) que des compensations ont 
lieu quand z = 1, ce qui permettrait de trouver un dénominateur plus petit 
pour les -Pj(l). Peut-être pourrait-on alors démontrer que parmi ((5), ((7) 
et ((9) l'un au moins est irrationnel. 

Remarque 3.5 En utilisant des méthodes similaires, on peut démontrer 
lZu0j que pour tout £ > 1 impair l'un au moins des nombres ((£+2), ((£ + 4), 
. . . , ((8£ — 1), est irrationnel. 
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